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¥ Nozioni fondamentali

n Introduzione

In questo capitolo affronteremo lo studio delle matrici, che sono tabelle di elementi ordinati per righe
e colonne.

Dopo aver visto alcune definizioni fondamentali, ci occuperemo dell’algebra delle matrici, imparando
quindi le operazioni tra matrici e le relative proprieta: studieremo la somma e il prodotto scalare tra
matrici, che (come vedremo) non va confuso con il prodotto di una matrice per uno scalare, cioe per
un numero.

Assoceremo quindi a ogni matrice quadrata una quantita fondamentale, il suo determinante, di cui ve-
dremo diversi utilizzi, e scopriremo inoltre come calcolare I'inversa di una matrice invertibile.
Infine, affronteremo il concetto di rango di una matrice.

Spesso le matrici costituiscono un argomento che lo studente non apprezza pienamente, a causa forse
dell’artificiosita di alcune definizioni, come quella ad esempio del prodotto tra matrici. Proseguendo
negli studi, si puo invece comprendere 'enorme utilita delle matrici, che, permettendo di esprimere
in maniera sintetica ed elegante i concetti pit svariati, hanno consentito ai matematici di arrivare a
importanti generalizzazioni in diverse teorie matematiche.

E Definizioni
DEFINIZIONE MATRICE

Detti m ed n due numeri interi positivi e considerati 72 - 7 numeri reali, si chiama matrice
(rettangolare) di tipo (m, n) I'insieme degli m - n numeri considerati, disposti ordinatamente
su m righe e su 7 colonne, come nello schema che segue:

a1 19 oo Ay

Qg1 Qgg ... Qgy

asy a3y coa asgy,
LOm1 Q2 oo Ay

I numeri reali racchiusi nella tabella si dicono element: della matrice e sono rappresentati da una let-
tera munita di due indici: il primo indice fornisce la riga a cui appartiene I'elemento e il secondo la
colonna. Ad esempio, I'elemento ag, si trova all'incrocio tra la terza riga e la seconda colonna; le righe
e le colonne si contano rispettivamente a partire dall’alto e da sinistra, come & naturale.
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Le matrici si indicano di solito con lettere maiuscole e si scrive, sinteticamente,
A=lay] con 2=1,2, .., m; k=12 ., n

Se m = n si ha una matrice quadrata (di ordine ).

. ESEMPIO )
1 0 2
1 -2 V3 2
A= e B=1|1 3 -1
0 3 -1
4 11 0

sono rispettivamente una matrice rettangolare di tipo (2, 3) e una matrice quadrata di ordine 3. Con ov-
vio significato dei simboli si ha, ad esempio: ayy = 3, a3 =+v3, b1y =0, bsy =11, ...

I DEFINIZIONI MATRICE RIGA, MATRICE COLONNA )

Si chiama matrice riga o vettore riga una matrice di ordine (1, 7), cioe formata da una sola
riga; si chiama matrice colonna o vettore colonna una matrice di ordine (m, 1), cioe for-
mata da una sola colonna.

. DEFINIZIONE MATRICE NULLA

Lamatrice nulla o matrice zero ¢ la matrice i cui elementi sono tutti uguali a zero; si indica con
Z=[ul, 2e.=0 con i=1,2 .., m; k=12 .., n

ti corrispondenti.

.
DEFINIZIONE MATRICI UGUALI )
Due matrici dello stesso tipo sono uguali, e scriveremo A = B, se hanno uguali tutti gli elemen-

\

DEFINIZIONE MATRICE OPPOSTA

La matrice opposta di A, che viene indicata con il simbolo —A, e la matrice, dello stesso tipo
di A, i cui elementi sono gli opposti dei corrispondenti elementi di A.

\.
. DEFINIZIONE MATRICE TRASPOSTA )

Data una matrice A di tipo (m, n) si definisce trasposta di A, e si indica con A, la matrice di
tipo (72, m) che si ottiene da A scambiando ordinatamente le righe con le colonne.

E del tutto evidente che (Ar), = A, cioe la trasposta della trasposta di A, e la stessa matrice A.

~
. ESEMPIO
Data la matrice
1 2 -3
0 1 4
si ha
1T 0
-1 =2 3 12 -3
—A_[ ]; Ar = 2 1 e (AT)T_{ ]_A
0 -1 -4 0 1 4
-3 4
|\ J
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B Diagonale principale e diagonale secondaria
di una matrice quadrata

. DEFINIZIONI DIAGONALE PRINCIPALE, DIAGONALE SECONDARIA

Se A é una matrice quadrata di ordine 7, si chiama diagonale principale di A l'insieme degli
elementi a1, @sg, ...,ay, che hanno i due indici uguali.

La diagonale secondaria di A ¢ I'insieme degli elementi ay,,, @3 51, .., @y 1 cui indici hanno
per somma 7 + 1.

. ESEMPIO )

Consideriamo la seguente matrice:

diagonale secondaria

diagonale principale

.

Si tratta di una matrice quadrata di ordine 4. La sua diagonale principale € costituita dagli elementi 1,
5, 2, mentre la sua diagonale secondaria ha per elementi 5, 1, 0, —2.

—_

n Matrici diagonali e triangolari. Matrice unita

. DEFINIZIONE MATRICE DIAGONALE )

Si dice che una matrice quadrata ¢ diagonale se sono nulli tutti i suoi elementi tranne quelli
che costituiscono la diagonale principale.

. DEFINIZIONE MATRICE TRIANGOLARE h

Una matrice quadrata si dice triangolare superiore se tutti gli elementi al di sotto della dia-
gonale principale sono nulli.
Una matrice quadrata & detta triangolare inferiore se tutti gli elementi al di sopra della dia-
gonale principale sono nulli.

DEFINIZIONE MATRICE UNITA

Si chiama matrice unita o matrice identica (di ordine 7) quella matrice diagonale i cui ele-

menti, sulla diagonale principale, sono tutti uguali a 1.
\ J

Indicheremo la matrice unita con il simbolo I o, eventualmente, /,, per specificarne I'ordine.

. ESEMPIO )

Delle seguenti matrici A € una matrice diagonale di ordine 3, B € triangolare superiore di ordine 4 e/, € la
matrice unita di ordine 4
10 3 8 1T 0 0 0
2 0 0
0 1 -1 1 O 1 0 0
A=10 -5 0| B= Iy =
0 0 5 0 0O 0 1 0
0O 0 1
0 0 0 -2 0O 0 0 1
. J
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W Algebra delle matrici

H Somma delle matrici

Consideriamo ora l'operazione di addizione tra matrici, la cui definizione e molto intuitiva.

DEFINIZIONE SOMMA DI MATRICI

Si definisce somma di due matrici A e B dello stesso tipo (ossia con lo stesso numero di righe e
lo stesso numero di colonne), la matrice, dello stesso tipo di A e di B, i cui elementi sono la
somma dei corrispondenti elementi delle matrici date. Tale matrice somma viene indicata
con A +B.

La differenza di due matrici si puo definire come somma della prima matrice con I'opposto della se-
conda: A —B=A+ (-B).

ESEMPIO
2 3 —1 3 0
Se e A_{ } e B= } risulta
0 -5 4 2 3 -1
2+ 3 3+1 =140 5 4 —1
A+B= :[ }
0+2 -5+3 4 —1 2 =2 3

E Prodotto di una matrice per uno scalare

Anche la definizione di prodotto di una matrice per uno scalare e intuitiva.

DEFINIZIONE PRODOTTO DI UNA MATRICE PER UNO SCALARE

Si chiama prodotto della matrice A per uno scalare « (cioé per il numero reale «) la ma-
trice che si ottiene da A moltiplicando tutti i suoi elementi per o.

ESEMIPIO

3 -6
Sia A=

} . Risulta: 2A=2

3 —6} [6 —12] F —6] {1 _2}
_ a1 _
0 9 0 9 0 18 5 3|0 9 0 3

ﬂ Prodotto scalare di una matrice riga per una matrice colonna

Affrontiamo adesso la definizione del prodotto tra matrici che, come vedremo, e alquanto laboriosa.
Per prima cosa € necessario introdurre il prodotto di una matrice riga per una matrice colonna.
Consideriamo nell’'ordine una matrice riga A di tipo (1, s) e una matrice colonna B di tipo (s, 1):

bll

A=la a ... ay B=
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Definiamo prodotto scalare di A per B la matrice P di
tipo (1, 1) che ha per elemento il numero che si ottiene
sommando i prodotti del tipo a;; b;; conj=1,2, ..., s
Osserviamo che tale matrice e costituita da un solo nu-

S
mero, cioe e uno scalare. Zawbﬂ si legge “sommatoria per
j=1
P=A-B=[a;b11 + ayzba; + ... + ay5b5] lz ay; ﬂ] jchevadalasdia;by”
ESEMPIO 3
Date le matrici A=[1 2 4] e B= 5], siottiene
2
3
P=A-B=[1 2 4] |5|=[1-3+2-5+4-2]=[21]
2

n Prodotto di matrici

Siano A una matrice di tipo (7, s) e B una matrice di tipo (s, 7). Le due matrici siano dunque tali che
il numero delle colonne della prima sia uguale al numero delle righe della seconda (matrici confor-
mabili rispetto alla moltiplicazione).

Si definisce prodotto (righe per colonne) della matri-
ce A di tipo (m, s) per la matrice B di tipo (s, %) la ma-

trice P di tipo (m, n) il cui generico elemento pj; si ot- Il prodotto righe per colonne tra
tiene moltiplicando scalarmente la -esima riga di A per matrici si puo effettuare solo se il
la k-esima. colonna di B: numero di colonne della prima ma-
’ trice & uguale al numero di righe
della seconda.
P=A-B= pzk [Zay :|
cont=1,2, ... me k=1,2, .., n

Schematicamente si ha

b1k
b
% |
| E
m righe S s righe = m righe
8 :
........ Difeereenees
L riga 7 1L | bs i L i
————————
s colonne 7 colonne 7 colonne

Osserviamo che il punto che indica il prodotto tra matrici pud anche essere omesso, come si usa fare
con il punto che indica il prodotto tra numeri. Si noti, inoltre, che potrebbe essere definito il prodotto
colonne per righe di matrici di tipo (s, 72) per matrici di tipo (72, s).

ESEMIPIO

Calcoliamo il prodotto delle matrici
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Osserviamo che le due matrici sono conformabili rispetto alla moltiplicazione essendo A di tipo (3, 2) e B
di tipo (2, 4). La matrice prodotto P sara quindi di tipo (3, 4). Calcoliamo dunque i 12 elementi di P;
I'elemento py; sara il prodotto scalare della prima riga di A per la prima colonna di B, I'elemento p;, sara
il prodotto scalare della prima riga di A per la seconda colonna di B e cosl via...:

1

2
pi =2 1][ ]—2~1+]~4—6; pro =2 1][ ]—2.2+1.5—7; ecc.
3

4

Proseguendo in questo modo, possiamo calcolare gli altri elementi della matrice prodotto e verificare che
si ottiene

6 7 2 7
P=A.B=1|3 6 3 9

9 8 1 5

n Proprieta delle operazioni
Le operazioni ora definite godono delle seguenti proprieta.

1. Proprieta distributiva del prodotto di una matrice per uno scalare rispetto alla somma di
matrici:
a(A+B) = aA+ aB

2. Proprieta distributiva del prodotto di una matrice per uno scalare rispetto alla somma di

scalari:
(a+ B)A =aA+ (A

3. Proprieta associativa del prodotto di una matrice per uno scalare:

(afB)A = a(BA)
4. Prodotto per 1 e per —1:

1-A=A4; (-1)-A=-A

5. Proprieta commutativa della somma:

A+B=B+A
6. Proprieta associativa della somma e del prodotto:

A+B+C)=A+B)+C; A-(B-C)=A-B)-C
7. Proprieta distributive (sinistra e destra) del prodotto rispetto alla somma:
A-(B+C)=A-B+A-C; (B+C)-A=B-A+C-A

Le proprieta dalla 1 alla 5 e la prima delle 6 sono conseguenza immediata delle proprieta delle opera-
zioni aritmetiche. Dimostriamo, a titolo di esempio, la 2.

Occorre dimostrare che e (a + 3)A = aA + BA.

Dimostrazione

Consideriamo il generico elemento di riga ¢ e colonna k della matrice (o + 3)A: esso € (a + )ay.. Il corrispondente
elemento della matrice aA + BA é dato dalla somma degli elementi di riga ¢ e colonna k delle matrici aA e (3A; essi
sono rispettivamente aa;, e fa;. e 1a loro somma € aay + fay = (o + B)ag.

Pertanto le due matrici (o + 3)A e aA + BA, avendo uguali tutti gli elementi corrispondenti, sono uguali.  c.v.d.

Analoghe sono le dimostrazioni delle proprieta 1, 3, 4, 5 che lasciamo al lettore per esercizio. Piti com-
plesse sono le dimostrazioni della seconda delle 6 e delle 7. Dimostriamo la prima della 7, lasciando
come esercizio la dimostrazione delle altre.

Occorre dimostrare che e A(B+ C) =AB + AC.
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@ Dimostrazione

Consideriamo il generico elemento di riga 7 e colonna k della matrice A - (B + C). Esso & il prodotto scalare della riga
7 della matrice A per la colonna k della matrice B + C, ossia

by + C1

boy +C
TN = @y (byy + C1) + @iz (bgge + Cope) + -+ Wi (b + )

(@it Gig - Q)
bnk + Cnik
11 generico elemento di riga ¢ e colonna k& della matrice AB + AC ¢ dato dalla somma dei corrispondenti elementi
delle matrici AB e AC, ossia

D1k Cik

Dok Cok
lan ag .. ag) +lan ag ... ag,

bnk Cnk

= (@b + Wb + -+ Aibyr) + (@41C1x + QioCor 4 - -+ Ay Crpe) =

= ;1 (big + Cuie) + Qin (Do + Coie) + -+ -+ Wiy (Dyie + Cruie)

Pertanto le due matrici A(B + C) e AB + AC, avendo uguali tutti gli elementi corrispondenti, sono uguali. c.v.d.

E importante rilevare che il prodotto tra matrici non gode della proprieta commutativa, ossia,
in generale e A - B # B - A (si veda il successivo Esempio 1). Cio non esclude che in casi particolari sia
A-B=B-A.

Per tale motivo e necessario formulare due proprieta distributive distinte: infatti, in mancanza della
proprieta commutativa del prodotto, non e lecito dedurre I'una dall’altra.

Inoltre, non vale per le matrici la legge di annullamento del prodotto, ossia il prodotto di due
matrici puo essere la matrice nulla senza che nessuno dei fattori sia la matrice nulla (Esempio 2).
Infine la matrice unita, definita al PArRAGRAFO 4, & elemento neutro rispetto al prodotto, ossia non
muta le matrici con cui viene moltiplicata:

A-I,=A; I,-B=B

ESEMPI

n Verifichiamo con un esempio che il prodotto di matrici non gode della proprieta commutativa.

2 -1 -3 0
Consideriamo le matrici A= , B=
-3 4 T 2

2 -1 -3 0 -7 =2
Siha A.B_[ H ]_[ }
-3 4 1 2 13 8

3 0} {2 —1} 6 5}
1 2] =3 4] -4 7
equindie A-B#B-A.

Ricordiamo pero che, in casi particolari, pud risultare A - B = B - A. Possiamo verificare che cid accade,
ad esempio, se A e B sono matrici diagonali dello stesso ordine.

B. A=

- 0 -— 00

delle quali € la matrice nulla, pud essere la matrice nulla: per il prodotto tra matrici non vale la legge di
annullamento del prodotto.

1 2 0 1 00
E Si ha 1 : 1] = { } Si verifica cosi che il prodotto di due matrici, nessuna

B Siano A, B, C le seguenti matrici:
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Calcoliamo A - C + B - C e verifichiamo che risulta uguale a (A + B) - C (proprieta distributiva destra del
prodotto rispetto alla somma). Si ha
4 =2 -2 -1 4 =2
+ . =
1 0 2 1 0

R
|

1 2
AHB@:{ ]
0 -1

[6—2
N )

Siha quindi (A+B)-C=A-C+B-C.
Si puo verificare che € anche C-(A+B)=C-A+C-B.

m Potenza di una matrice quadrata

Si puo definire la potenza n-esima di una matrice quadrata nel modo seguente:
A"=A-A-..-A (n>2)
—

n volte

W Determinanti di matrici quadrate

m Definizione

A una matrice quadrata puo essere associato un valore numerico, detto determinante, secondo le
modalita che vedremo tra poco. Alle matrici rettangolari di tipo (m, ), con m # n, invece, non viene
associato alcun valore numerico.

Sia dunque
A = [ay] i,wj=1,2, ... m
una matrice quadrata di ordine 7. Il suo determinante verra indicato con uno dei seguenti simboli

ai A9 oo Ay

detA B |A| B Aoy o9, - Aoy,
. Non confondere il simbolo di de-

terminante con quello di modulo.
Ap1 Qpg oo Ay
Nel caso particolare di matrice (quadrata) di ordine 1, cioe A = [ay;], si pone
det A = [A] = |ay| = an
Nel caso delle matrici quadrate di ordine 2, il determinante si definisce nel seguente modo:

A Qg
= Q11099 — Q12021

o1 A99
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Bl se A=[-5] allora |A|=-5.

(3 -2

Flse B= allora [B|=3-(=4)—(=2)-1=-10
1 —4

[ sena cosa
Else c= allora |C] =sen’a — (—cos’a) = sena + cos’a = 1
| —cos a sena

n Risolvere I'equazione

Sviluppando il determinante, si ottiene 2x — x?(x — 1) = 0, ossia

X2-x>4+Xx)=0 —x=0Vx=—-1Vx=2

E Minore complementare. Complemento algebrico

Per estendere la definizione di determinante a una matrice di ordine superiore al secondo, occorre
premettere le seguenti definizioni.

DEFINIZIONE MINORE COMPLEMENTARE

Si dice minore complementare di un elemento di una matrice quadrata di ordine 7 il deter-
minante che si ottiene sopprimendo dalla matrice data la riga e la colonna alle quali I'elemento

appartiene.
U J

Il minore complementare di un elemento di una matrice di ordine % risulta quindi un determinante di
ordine (n — 1).

DEFINIZIONE COMPLEMENTO ALGEBRICO

Si dice complemento algebrico di un elemento a;; di una matrice A di ordine 7 il minore
complementare di a;;, preceduto dal segno + o dal segno —, a seconda che, rispettivamente,

(i + k) sia pari o dispari.
N J

Per il complemento algebrico di a;, useremo il simbolo A;;,. Avremo cosi che A;;, ¢ il prodotto del mi-

nore complementare dell'elemento a;, per (—1)“.
ESEMPIO
1 2 -3
01 2 -3 [
SeeA= 1|5 0 1|,sihaAj, =+ =+1; Ay =-— =—1; Ap=+ =11;
-1 2 -1 2 2
3 -1 2
N J

E Determinanti del terzo ordine

DEFINIZIONE DETERMINANTE DI UNA MATRICE DEL TERZO ORDINE

1l determinante di una matrice del terzo ordine e la somma dei prodotti degli elementi di
una riga o di una colonna qualsiasi per i rispettivi complementi algebrici.

-
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La definizione appena data ha significato in quanto, come si potrebbe verificare facilmente, il valore
numerico ottenuto e indipendente dalla riga o dalla colonna scelta.

ESEMPIO
2 -1 3
SeA= 1|0 1 2| siha, sviluppando secondo la terza colonna,
3 =1 4
0 1 2 -1 2 -1
Al =43 -2 +4 =3(-3)-2(-2+3)+4-2=-3
3 -1 3 -1 0 1
Se si sviluppa secondo la prima colonna, si ha
1T 2 -1 3 -1 3
Al = +2 -0 +3 =2(4+2)+35(-2-3)=-5
-1 4 -1 4 T2

Sinotiche, sviluppando secondo la riga o la colonna con il maggior numero di zeri, i calcoli sono semplificati.

m Regola di Sarrus

Applicando la definizione formulata nel precedente paragrafo, si ha

Ay Az A3

Qg1 Qgg  Qgg| = Q11022033 + A1alosls) + Q13021030 — A13Qoals) — Q11023032 — (1alo A3

Q31 Gzz  Os3
Si puo verificare che si ottiene la medesima espressione sviluppando il determinante secondo una riga
0 una colonna qualsiasi.

La formula precedente puo essere facilmente ricordata mediante il seguente schema che costituisce la
regola di Sarrus (valida solo per i determinanti del 3° ordine):

+ + + - - -
NN NS S
any 12 13 a1 @12

o oS00

A1 Q22

AN

31 a3 33 31 a3
S N N N

A destra della matrice data si riscrivono, di seguito e nell'ordine, la prima e la seconda colonna; si cal-
cola il prodotto degli elementi della diagonale principale della matrice e quello degli elementi delle due
diagonali parallele; lo stesso si fa con la diagonale secondaria e le sue parallele, ma prendendo, questa
volta, i prodotti con il segno cambiato: la somma algebrica dei sei prodotti fornisce il determinante.

ESEMPIO

Calcolare, con la regola di Sarrus, il determinante della matrice

+ + + - - -
b2 \1 \2 \—3/1/ 2/
A=| 2 -1 1 \ >< e
illy) 1 4 /—><1><2\_
-2 1 4 -2 1
e e PN N N
Si ottiene
Al=—4—-4-6+6-1-16=-25
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E Determinanti di ordine n

Il procedimento seguito per definire un determinante del terzo ordine vale anche per determinanti di
ordine superiore; si puo infatti dire che il determinante di una qualsiasi matrice di ordine n e
dato dalla somma dei prodotti degli elementi di una linea qualsiast (riga o colonna,) per i 7i-
spettive complementi algebrici.

Si noti che, in tale definizione, rientra anche il caso del determinante del secondo ordine.

Per ricordare il segno che compete a ciascun complemento algebrico, si puo ricorrere alla cosiddetta
regola della scacchiera.

E importante rilevare che, come gia osservato nel pArRAGrAFo 13 per i determinanti del terzo ordine,
anche nel caso dei determinanti di ordine 7 la scelta della riga, o colonna, non influenza il risultato.
In particolare, scambiando tra loro le righe con le colonne,
il determinante non cambia, cioe |Ay| = |A|. E ovvio infat-

ti che sviluppare |Ar|, ad esempio, secondo la riga i-esima, Ovviamente, matrici diverse possono
equivale a sviluppare |A| secondo la colonna ¢-esima. avere lo stesso determinante.
ESEMPIO

Calcolare il determinante della matrice

-1 1 20

0 3 2 1
A=

O 4 1 2

53 1 5 7

Conviene sviluppare il determinante secondo la prima colonna, che € la linea che contiene il maggior nu-
mero di zeri:
3 2 1 1 2 0

Al=-14 1 2|-3]3 2 1
15 7 4 1 2

| due determinanti del terzo ordine si possono calcolare con la regola di Sarrus:
Al==-12144420-1-30-56)-3(4+8+0-0-1-12)=45

E Proprieta dei determinanti

I determinanti delle matrici quadrate godono delle seguenti proprieta.

1.
2.
3.

Se tutti gli elementi di una linea sono nulli, il determinante e zero.
Il determinante della matrice unita, I,,, di qualsiasi ordine, e 1.

Moltiplicando tutti gli elementi di una linea per uno scalare k, il determinante della ma-
trice viene moltiplicato per k.

. Se in una matrice una riga (o una colonna) ¢ la somma di due matrici riga (o matrici co-

lonna), il suo determinante & la somma dei due determinanti che si ottengono sostituen-
do a quella riga (o colonna) rispettivamente le due matrici riga (o matrici colonna) di cui
€ somma.

. Se una matrice ha due linee uguali, o proporzionali, il suo determinante ¢ zero.
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6. Se si scambiano tra loro due righe (o due colonne) di una matrice, il determinante cam-

bia segno.

7. Se agli elementi di una linea si sommano gli elementi di un’altra linea a essa parallela,
tutti moltiplicati per uno stesso numero, il determinante non cambia.

8. Il determinante del prodotto di due matrici ¢ il prodotto dei loro determinanti (TEoremMA DI

BINET).

9. Se una linea € combinazione lineare di due o piu altre linee a essa parallele, il determi-

nante e nullo.

Precisiamo che una linea si dice combinazione lineare di due o piu altre linee date, se i suoi elementi si
ottengono sommando gli elementi corrispondenti delle linee date, dopo aver moltiplicato gli elementi
di ciascuna di tali linee per un numero. Questi numeri si dicono coefficienti della combinazione lineare.

Ad esempio, nella seguente matrice quadrata di ordine 3 la terza riga € combinazione lineare della prima

e della seconda riga, rispettivamente secondo i coefficienti h e k:

a b c
a’ b’ c’

ha+ka' hb+kb' hc+ kc’

Per motivi di spazio non daremo tutte le dimostrazioni delle proprieta enunciate, in quanto alcune di
esse sono molto laboriose. Proponiamo a titolo di esempio la dimostrazione della propRIETA 4, lasciando

la dimostrazione di alcune delle altre come esercizio.

@ Dimostrazione

ayp Qg ... Ay bii by

Qg1 Qg ... Qgy Qg1 Qg
=1 . . R o

Apr Wp2 oo Oyy A1 A2

m Calcolo dei determinanti

riga:
ay +by apt+bg ... ay tby,
21 ¢57) e Q2
Ayl Ap2 s Ay

Supponiamo che sia la prima riga a essere la somma di due matrici riga; sviluppiamo allora secondo la prima

= (an +b11)Ay + (a1 +b12)A1g + ..+ (ag, + b1, )Ay, =
=apAy +buAn Fapdn +0A1 + ..+ apAy +bAL =

= (apAn +apAn .. FayAy) + (0pAn oA+ byAL) =

c.v.d.

Il calcolo di un qualunque determinante puo essere notevolmente semplificato ricorrendo alla propRiE-
TA 7. Infatti, applicandola ripetutamente, possiamo rendere nulli tutti gli elementi di una linea tranne
uno. Il determinante cosl ottenuto puo essere facilmente sviluppato secondo questa linea. In questo
modo, il problema del calcolo di un determinante di ordine 7 viene ridotto al calcolo di un determi-
nante di ordine 7 — 1, a cui si puo applicare ancora il procedimento descritto fino a giungere al calcolo

di determinanti di ordine 2 o 3.

12
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Matrici

. ESEMPI

n Calcoliamo il seguente determinante: N
. OSSERVA CHE
1 -2 0 3
Al = 0 5 _) 0 il determinante € nullo se
13 1 0O 9 e tutti gli elementi di una linea sono
-1 6 -5 -3 nulli;
In questo caso notiamo che la quarta colonna & ugua- e due linee parallele sono propor-
le alla prima moltiplicata per 3. Dunque, per la pro- zionali;
PRIETA 5, € e una linea € combinazione lineare
Al =0 dialtre due o piti ad essa parallele.
|\ J
E Calcolare il seguente determinante del quarto ordine:
1 2 -1 0
2 -1 3 1
|Al =
1 2 T -1
-2 1 3 2

Applicando la PROPRIETA 7, addizioniamo agli elementi della prima riga quelli della terza moltiplicati
per (—1), cioé sostituiamo alla prima riga la differenza tra la prima e la terza: il determinante non cam-
bia; sommiamo poi agli elementi della terza colonna quelli della quarta moltiplicati per 2:

0 0 =2 1 0 0 0 1
2 -1 3 1 2 -1 5 1
Al = -
1 T =1 1 2 -1 -1
-2 1 3 2 -2 1 7 2

Come si vede, si € fatto in modo di avere gli elementi della prima riga tutti nulli tranne I'ultimo; svilup-
pando ora il determinante, in base alla definizione, secondo la prima riga, si ottiene un determinante
di ordine 3.

A esso possiamo ancora applicare la pPROPRIETA 7, sommando alla prima riga la terza, il che equivale a
sostituire alla prima riga la somma della prima e della terza:

2 -1 5 0 O 12
[Al=—-1-] 1 2 —1|=-1] 1 2 =1
-2 1 7 -2 1 7
Sviluppiamo il determinante cosi ottenuto secondo la prima riga:
12
[Al==1-12" =-12(1 +4)=-60
-2 1
\\ J
W Inversa di una matrice
m Definizioni
N

DEFINIZIONE MATRICE INVERSA

Si chiama matrice inversa di una matrice quadrata A di ordine 7, e si indica con il simbolo
A~! una matrice (se esiste), anch’essa quadrata e dello stesso ordine, tale che

A-ATT=A1.A=1,

|13
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Matrici

Enunciamo il seguente teorema.

TEOREMA

L’inversa di una matrice quadrata, se esiste, & unica.

Non tutte le matrici quadrate hanno un’inversa. Se di una matrice quadrata A esiste un’inversa, A si
dice invertibile o non singolare. Se tale inversa non esiste, A si dice non invertibile o singolare.
Le matrici con determinante nullo non sono invertibili.

Infatti, se A e invertibile, allora

A-A =1
Per la propriETA 2 dei determinanti (PArRAGRAFO 16), € |I| = 1, e quindi
[A-A7 =1
Ma per la PROPRIETA 8 (TEOREMA DI BINET), Si ha
A-AT = 1Al AT
e percio
Al AT =1
da cui
AT =

Al

Le ultime due uguaglianze sono assurde se e |A| = 0. Possiamo percio concludere che condizione
necessaria affinché una matrice sia invertibile e che il suo determinante sia diverso da zero.
Inoltre, se una matrice e invertibile, il determinante della sua inversa e il reciproco del suo deter-
minante. Nel paraGraFo 19 vedremo che la condizione che il determinante sia diverso da zero e, oltre
che necessaria, anche sufficiente per I'invertibilita di una matrice.

m Calcolo dell’inversa di una matrice

1l seguente teorema, che ci limitiamo a enunciare, fornisce un metodo per determinare I'inversa di una
data matrice.

TEOREMA

Sia A una matrice quadrata il cui determinante sia diverso da zero; sia A* la matrice formata
con i complementi algebrici degli elementi di A. La matrice inversa di A esiste ed e la trasposta
di A* divisa per il determinante di A. Si ha

. AL Ag Apr T
ay Qi .. Q| |A] A A
A12 A22 A'nZ
_ 1 « Q91 Qoo ... Qo —=—— === 450
A IZWAT — "1 o= 1A 4 Al
Ap1 Qg --. gy Aln A2n o A?m
L Al 4] Al

Questo teorema, insieme a quanto osservato nel PARAGRAFO 18, ci permette di affermare che condizione
necessaria e sufficiente affinché una matrice quadrata sia invertibile & che il suo determinante sia
diverso da zero.

In pratica, per determinare 'inversa di una matrice, dobbiamo:

1. calcolare il determinante di A (se |A| = O l'inversa non esiste);
2. costruire la matrice A* dei complementi algebrici di A;
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3. formare la trasposta A} di tale matrice;
4. dividere ciascun elemento della matrice cosl ottenuta per il determinante di A.

ESEMPIO
Determinare I'inversa della matrice
1T 2 0
A=|-1 3 1
T 1 2

1. Calcoliamo |A|, applicando la regola di Sarrus:
Al=6+24+0-0-1+4=11

2. Costruiamo la matrice dei complementi algebrici:

3 1 -1 1
All:‘] 2’:5; Al2:_' 1 2‘:57 A15:' 1 ]’:_4
2 0 0 12
tor =7 9|=-4 An=|] 5|=2 an--] 7|
2 0 1 0 2
AS]*‘B ]’:27 A32*_'7] ]‘:_17 A?)SZ‘ 1 5':5
[ 5 3 —4]
A= | -4 2 1
| 2 -1 5 |
3. Formiamone la trasposta:
5 —4 2]
Ar=1 3 2 -1
-4 1 5
5. Dividiamone ciascun elemento per |A| = 11:
S5 _ 4 2
11 11 11
| 3 2 1
A= 11 11 11
4 1 5
11 11 11
Ti lasciamo il compito di verificare che A-A~1 = A1 . A= /5.

¥ Rango di una matrice

m Minori

Sia A una matrice di tipo (72, 7). Possiamo estrarre da essa una sottomatrice, scegliendo p righe e g
colonne diA (0 < p <m, 0 < g <n) e considerando la matrice formata dagli elementi che apparten-
gono contemporaneamente alle righe e alle colonne prescelte.

DEFINIZIONE MINORE D'ORDINE p
Si dice minore d’ordine p della matrice A il determinante di una sottomatrice quadrata di tipo
(p, p) estratta da A.

Evidentemente, T'ordine di un minore estratto da una matrice di tipo (72, %) non puo superare il pit
piccolo dei due numeri m, . Si noti che un qualsiasi elemento della matrice puo essere considerato un
suo minore di ordine 1 e che, in generale, una stessa matrice ammette diversi minori dello stesso or-

dine.

15 © 2012 De Agostini Scuola SpA — Novara



Matrici

. ESEMPIO )
Consideriamo la seguente matrice:
1 0 5 =31
A=1]1-2 1 -5 7 0
0 1 5 1 2
I seguenti sono minori d'ordine 1: 1| =1, |0]=0, |-2|=-2, ecc.

Scegliendo gli elementi della prima e seconda riga e della seconda e quarta colonna, si ha il seguente mi-
nore di ordine 2:

0 -3
=3
1 7
Infine un minore di ordine 3 €, ad esempio,
0 -3 1
1 7 0|=0
1 1 2
La matrice A ovviamente non ha minori di ordine superiore a 3.
|\ J

ﬂ Rango

DEFINIZIONE RANGO DI UNA MATRICE

Si dice rango o caratteristica di una matrice A il massimo ordine dei minori non nulli che si
possono estrarre da A.

Se gli elementi di A sono tutti nulli, risulta nullo qualsiasi minore estratto da A. Si conviene in tal caso
che il rango di A sia zero.

Se A e una matrice di tipo (1, 1), il suo rango, evidentemente, non puo superare il pit piccolo dei due
numeri m e n.

~N
. ESEMPI

1 2 3 4
n Consideriamo la matrice A=|-1 =2 -3 -4
2 4 6 8

Essa harango 1. Infatti essa ha minori non nulli di ordine 1: ad esempio |1| = 1. D'altra parte, la prima

e la seconda riga di A, e cosl pure la seconda e la terza, sono proporzionali e quindi qualunque minore
di ordine 2 o 3 di A, avendo due righe proporzionali, risulta nullo (PROPRIETA 5 del PARAGRAFO 16).

-1 1 2
E Consideriamo la matrice B = 1 0 -1

0 1 1

=11
1 0

minore di ordine 3 di B & |B| e risulta |B| = 0, essendo la terza riga di B uguale alla somma delle prime

due (PROPRIETA 9 del PARAGRAFO 16).
\§ J

Essa ha rango 2. Infatti essa ha un minore non nullo di ordine 2: = —1; d'altra parte I'unico

Si osservi che dire che una matrice A di tipo (m, ») ha rango » equivale ad affermare che

1. esiste un minore di A, di ordine #, diverso da zero;
2. tutti i minori di A di ordine maggiore di » sono nulli.

l 16 © 2012 De Agostini Scuola SpA — Novara



Matrici

Queste considerazioni suggeriscono anche un metodo per determinare il rango di una data matrice:
individuato un minore di ordine 7 non nullo, si calcolano tutti i minori di ordine maggiore di » (in par-
ticolare se 7 = min (m, 1), non esistendo minori di ordine superiore, il rango € 7).

Se questi risultano tutti nulli, il rango della matrice e r; in caso contrario si sara individuato un minore
non nullo di ordine maggiore di » e si dovra quindi riprendere il procedimento descritto. In pratica
pero tale metodo e molto laborioso.

1l teorema di Kronecker, che enunceremo nel paragrafo seguente, permette di determinare il rango di
una matrice in modo piu rapido.

Osserviamo infine che, se A € una matrice quadrata di ordine 7, il suo rango € 7 se e solo se e |A| # 0;
ovviamente il suo rango non puo essere maggiore di 7.

E Teorema di Kronecker

DEFINIZIONE MATRICE ORLATA

Orlare una matrice di tipo (m, ) significa aggiungerle successivamente una riga e una co-
lonna, in modo da trasformarla in una matrice di tipo (m + 1, 7 + 1). La matrice cosi ottenuta
conterra dunque la matrice data come sottomatrice.

TEOREMA TEOREMA DI KRONECKER

Il rango di una matrice A & » se e solo se:

1. esiste un minore A’ non nullo di 4, di ordine 7;

2. sono nulli tutti i minori di ordine » + 1, ottenuti orlando in ogni modo possibile il minore A’
con righe e colonne di A.

ESEMPI

n Determinare il rango della matrice

2
2 10
4

No

2
11 3
36 2 15

Osserviamo che I'elemento della prima riga e della prima colonna costituisce un minore di ordine 1

non nullo:
[1]=1#0

Tale minore verifica la condizione 1 del teorema. Per controllare la validita della condizione 2, comin-
ciamo orlandolo con la 2 riga e la 22 colonna:

T2
1 2
1 2 — ‘_ 0
T2
Orliamolo ora con la 22 riga e la 32 colonna:
1T ... 0
| ! 10
— =1 7é O
11

La condizione 2 non & percio soddisfatta. Abbiamo pero determinato un minore di ordine 2 non nullo,
formato con gli elementi della 12 e 2@ riga e della 12 e 32 colonna. Per quest'ultimo minore la con-
dizione 1 del teorema € soddisfatta.
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Per controllare la validita della condizione 2 dovremo calcolare 6 minori di ordine 3, e precisamente 3
formati orlando il minore considerato con la terza riga e, rispettivamente, conla 22, 42 e 52 colonna:

T2 0 .. .. T ... 0 1 .. T .. 0 .. 1

T2 1 1 10 1 T2 Una sottomatrice si pud
orlare anche aggiun-

20401 2 (. 2 I 3 gendo all'interno della

sottomatrice stessa ri-

! l l ghe e colonne della ma-
192 0 01 10 1 trice da‘cw € stata
estratta. E fondamenta-

1 2 11=0 1 1 0|l=0 1 1 21=0 le perd inserire tali ri-
ghe e colonne nei ri-

2 40 21 213 spettivi posti in modo

che la matrice orlata
mantenga l'ordinamen-
to della matrice di par-

e altri 3 formati orlando il minore dato con la 42 riga e, ancora,
conla?2? 42 e 52 colonna:

T 2 0 .. .. T .. 0 1 . T .. 0 .. 1 tenza.
2 1 10 o2
3 6 2 3 2 1 3 2 5
l l l
1 2 0 1 0 1 1 0 1
1 2 1/=0 1 1 0/=0 1 1 2/=0
3 6 2 3 2 1 3 2 5

| primi tre minori di ordine 3 hanno la terza riga che &€ somma delle prime due; negli altri tre la terza
riga € somma della prima e del doppio della seconda. Quindi, poiché tutti i sei minori di ordine 3 cosl
ottenuti sono nulli, € verificata anche la condizione 2 del teorema. La matrice A ha percid rango 2.
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Esercizi

Nozioni fondamentali

Algebra delle matrici
Determinanti di matrici quadrate
Inversa di una matrice quadrata
Rango di una matrice

Nozioni fondamentali

RICORDIAMO LA TEORIA

Matrice di tipo (m, n): tabella formata da m - n elementi di R posti su m righe e n colonne. Si scrive
A=lay] 1=1,2, ...m k=1,2,.,n
Se m =1 parliamo di matrice riga, se n = 1 di matrice colonna.
Se m = n la matrice ¢ quadrata di ordine n.
Matrice nulla: tutti i suoi elementi sono 0.
Matrici uguali: matrici che hanno tutti gli elementi corrispondenti uguali

A=B <= ay=by i=1, .. m k=1 ..,n
Matrice opposta di una matrice A: matrice indicata con —A, i cui elementi sono gli opposti dei corri-
spondenti elementi di A.
Matrice trasposta della matrice A: matrice indicata con A, che si ottiene da A scambiando le righe
con le colonne.
Diagonale principale di una matrice quadrata: insieme degli elementi che hanno i due indici uguali.
Diagonale secondaria di una matrice quadrata di ordine n: insieme degli elementi i cui indici han-
no per somma n+ 1.
Matrice diagonale: matrice quadrata i cui elementi al di fuori della diagonale principale sono nulli.
Matrice triangolare superiore (inferiore): matrice quadrata i cui elementi al di sotto (sopra) della
diagonale principale sono nulli.
Matrice unita di ordine n: matrice diagonale, indicata con /,, i cui elementi sulla diagonale principale
sono tutti uguali a 1.

QUESITI A RISPOSTA MULTIPLA

1 -2 0

E data la matriceA= |5 -1 3

I19

2 4 -3

Qual e l'elemento ags?
a 3 b 4 c b d -2
Qual e l'elemento a;3?

a 2 b -3 c 0 d 3

Quali sono gli elementi della diagonale principale?

a 1;-1;-3 b 0, —1; 2 c 1;-2;0
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COMPLETARE...

L’opposta di una matrice e quella matrice dello stesso tipo i cui elementi SONO ......cc.covvvvveeieciiiiieieiienee
dei corrispondenti elementi della matrice data.

Una matrice si dice triangolare superiore se sono nulli tutti gli elementi .............ccccoovievieiiiiiiniciiieees

La matrice identica € una matrice .........ccccoceevvevveeeeieeennn. di ordine 7 formata da 7 ................ disposti
sulla diagonale principale e 722 — ... cocovoieveienn negli altri posti.

ESERCIZIO SVOLTO X4+y x—y-2 0

Determina per quali valori di x, y, z la matrice 0 X—y Yy + z | risulta diagonale.
X+ 3z 0 2z

Come sappiamo una matrice € diagonale quando gli elementi non appartenenti alla diagonale princi-
pale sono tutti nulli. Dovra quindi essere:

X—y—-2=0 X=3
{y +z=0 da cui risolvendo si ottiene {y =1
X+ BZ = O 7 = —]
4 0 O
Sostituendo nella matrice data i valori trovati, otteniamo | O 2 0 | che € evidentemente una ma-
0 0 -2

trice diagonale.

Izo

A2x
_y25

Determina x e y in modo che siano uguali le due matrici

p-|? -1 w—1Ay=1A=B=|> 1
“lr 5 I e T

Determina x, y, £ in modo che siano opposte le due matrici
1 0 -y —
A +x B_ Yy —z 0
2—2y 3z—x dx+y y+x

2 0
x=1Ny=3Nz=-1, A=-B=
-7 -4

Determina x e y in modo che siano uguali le due matrici

[ 1 224y —3} [ 1 x—y? —3] H:r:O y {x:O T
-2 5 y—x] -2 5 r+y y=0 y=-1]

Determina x e y in modo che siano opposte le matrici

x+y—1 3 rx—y+1 -3 0
—4 2 |, 4 -2 [{I*O}
Y =
0 22+ y? 0 —2% 492 Y

Determina x, ¥ e 2 in modo che la seguente matrice sia triangolare superiore.

2 -1 x 33—y
x+2 0 2 -5 1 3 1:|
r=—=Ay="Nz=—=—
0 w+2-1 -3 22 o Ny 2
0 2y — 3z 0 y
Determina x e y in modo che sia diagonale la matrice
1 L3y 0 3 3
2 S
3y —Lo x 4% — 2242 vV
2 Y= L Y= L
0 R T Y 4 4
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m Date le due matrici

2 22 +y
B 3 -2 B 2 3 3—-2 -1
T+ 2y 0 T l4—2 -2 0 ax+y
-1 5—2z
determina x, ¥, £ in modo che Ay = B. [x=1Ay=0n2=2]

" Esistono valori di a per i quali le due matrici A = [Za +1 1} B = [ >

30492 3 1]risultamo uguali?

a+"7 3

[no]

Algebra delle matrici

. RICORDIAMO LA TEORIA )

B Somma di due matrici A stesso tipo: matrice, indicata con A + B, i cui elementi sono la somma dei corri-
spondenti elementi delle matrici date.

B Prodotto di una matrice A per uno scalare o: matrice i cui elementi sono il prodotto di « per i corri-
spondenti elementi di A.

B Prodotto scalare di una matrice riga A di tipo (1, s) per una matrice colonna B di tipo (s, 1): matrice di tipo
(1,1) che ha per elemento il numero che si ottiene sommando i prodotti del tipo ay; by, con
j=1, .. 5s.

B Prodotto righe per colonne della matrice A di tipo (m, s) per la matrice B di tipo (s, n): matrice di tipo

S
(m, n) il cui elemento generico & dato da py =Y aby i=1,.,m k=1,..,n.

J=1
B Proprieta delle operazioni tra matrici

Date le matrici A, B, C e gli scalari «, 3, VA, B, C e Va, 3, si ha:
1. a(A+B)=a0A+aB

2. (a+BA=aA+ A

3. (aB)A = a(BA)

4. 1-A=A; (-DA=-A

5. A+ B=B+A

6. A+(B+C)=A+B)+C A-(B-C)=(A-B)-C

7. A-B4+C)=A-B4+A-C; (B+C)-A=B-A+C-A

Ve
&

VERO O FALSO?

5137 1 prodotto di due matrici pud essere una matrice nulla se e solo se una delle due matrici & una

matrice nulla. V F
m La somma di due matrici si puo eseguire solo se le due matrici sono dello stesso tipo. V. F
m 11 prodotto di due matrici si puod eseguire solo se le due matrici sono dello stesso tipo. V. F
"] Laddizione di matrici gode delle proprieta associativa e commutativa. V. F
m La moltiplicazione di matrici gode delle proprieta associativa e commutativa. V. F
m 11 prodotto righe per colonne di due matrici & possibile solo se la prima matrice ha un numero

di righe uguale al numero di colonne della seconda. V F
m La moltiplicazione tra matrici diagonali & un’operazione commutativa. V F

QUESITI A RISPOSTA MULTIPLA

1
P51 Dprodotto[2 0 —1]- | -3 ¢
1
a [l b [-1] c 2] d [-2]
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Esercizi

[FZ1 1 prodotto delle matrici A = 1 9

S

COMPLETARE...

—
Do
o

-1 3] eB= [0 _2} ¢ la matrice

m La differenza di due matrici e la somma della prima mMatriCe COM ..ot

m La proprieta distributiva del prodotto di uno scalare per una matrice rispetto alla somma di matrici e

espressa dalla seguente uguaglianza: a(A + B) =....ccccceeeueene. .

Siano A, B, C le seguenti matrici:

A:21_1 B:12_3 C:1_11
30 1 -2 -1 2 0o 3 1

Calcola le seguenti espressioni

ESERCIZIO SVOLTO h
P78 5A-3B.
Ricordando la definizione di prodotto di una matrice per uno scalare e di differenza tra matrici possia-
mo scrivere:
5 2 1 =1 3 1T 2 =-3] [10 5 -5 3 6 =9 [7 -1 4
20 1] 7|-2 -1 2| |15 0 5| |-6 -3 6] |21 3 -1
\
3 3 -4 1 -1 2
I A+B, A-B. :
1 -1 375 1 -1
XN A+B+C; A-B+C 42 8712 2 3]
’ ' 1 2 4|5 4 0]
5 4 -5 5 —2 47]
2A+B; 3A—-2B+C. :
WM 2B -2 [ -
5117 Determina una matrice X tale che .
5 7 -9
2A+B)=X+C X =
(A4 +B) + [ {2 -5 5]
5777 Determina una matrice X tale che 3 5 777
2A+X)=C—-B—-A X = 2
_T 9 9
2 -
BN calcola -1 2 4 2 0 0
2 —4 2 1 0 0
B Calcola cosa —sena| |cosfB —sen f3 cos(a+ @) —sen(a+ B) ]
sen o  cos « sen 3 cos 3 sen(a+fF) cos(a+ f)
["E57 Determina 2 in modo che sia vl S P [x = 2]
0 -1 1 1] [-1 -1 N
1 -3 3 x 0 0
Determi i do che si . = —3Ay=1
=137 Determina e y in modo che sia [_3 9] [y 1} {O O} [x y=1]
2 -1 1 2] [-4 -1
Sia A = . Calcola A% e A3. ;
EA s [3 0} alcola A2 e H6 —3” . GH
2 11 [0 0
Verifi h; =
=510 Verifica che [_4 _2] [0 0}
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Esercizi
[ Determina o in modo che 64 2— 00 [x = -9
x —6] [0 0 -
Considera le seguenti matrici:
a1 3] g_[2 N c_[4 2
L o1 1 3 1 1 101 -2 51]
[UT calcola A-B; B-A. ;
1 3]7[-1 6
1 0] [2 —157]
[UE calcola A%, B*—A-B. ;
0 1" [4 5
_43 3577
WP Calcola La.c-3B.C. . 2
2 _41 5
2 2 1
14 -8] [-10 327]
[UEl CalcolaA-B-C; C-B-A. :
7 -1 -1 -1
. . . 1 107]
71 Determina una matrice X tale che sia A - X = B. 1 3
U5 calcolaA- (B+C), A-B+A-C e verifica che i risultati sono uguali.
[T calcola (B+C)-A, B-A+C-A e verifica che i risultati sono uguali.
Considera le matrici A = 12 B = 31 C= o102
10 -2 1 13
[T calcola A -B, B-A e verifica che A-B# B - A.
U1 Verifica che (A-B)-C =A- (B-C).
[PEIN Verifica che A- (B+C) =A-B+A-C.
510 Verifica che (A+B)-C=A-C+B-C.
5500 Verifica che (A - B), # Ay - By, mentre (A - B), = By - Ap.
U570 caleola A2, B2, C2.
10
5 caleola L2310y o
2 10 4 1
1 -1
12 1
Calcol 1 2 18 -1
BN oo 2| S i )
(1 3 1 -2 -177
550 calcola 2 -1 0 -[—1] -3
0 11 4 3]
r 3 2 1 2 1277
5 1 102 4 1 13
Calcol
EER Cueole 01[—113] 113
-1 2 -3 2 4]]
[0 0 1 001 1 0 0]]
[0 calcola 010 010 010
(1 00 1 00 00 1]]
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Esercizi

Y

log(xyz)  log 2 Jog—L-
Yz Xz

logx logy —log z 1 1 -1
[0 calcola [ logx —logy log z} [ 1 -1 1 ] log ;_z log(wyz)  log ;—y
—logx  lo log = -1 1 1
J 9y J log Y log —=— log(xyz)
xz x

=5 calcola

[ cos a  sen a sen a] cos a sen a 0 cos 2 sen 2o sen «

—sen o COS & COS & —sen o cos a 0 —sen 2« coS 2a COS «

—sen o —CoS « 1 0 0 1 0 —1 1

ESERCIZIO SVOLTO

1 tan
“o0 Y [ }

—tana

- calcola A2 =A-A.

Eseguendo il solito prodotto righe per colonne otteniamo

{ 1 tana} [ 1 tana] [1—tan2a 2tan o

—tan o 1 —tan o 1

—2tana —tana+ 1

sena _ cos’a—sen‘a _ cos2a

Notando cheé 1 —tan? a=1-— = =
cos? « cos? o cos?a
oS 2
_ ‘ cosla 2tana
possiamo scrivere A2 =
—2tana —C%i 222‘
. J
1 1
BEN siad = [1 1];calcolaA2:A~A e A =A-A% ATTENZIONE! )
2 2] [4 4 A" =A-A"1 v >2neN. Ri-
2 21" 14 4 corda pero che il prodotto di ma-

trici non € commutativo.

I

T a= [ cos a sen a]; calcola A2 =A-AeA®=A-A%
—sen o cos a

{ cos 2o sen Za}

cos 3o sen 3o
—sen 2o cos 2a

—sen 3a cos 3o

PEN siad = ; calcola A% e A3, (14 2?)

x 22

; (1+x2)2{1 xz}

1 x
2
x x x x

. -1 0 10 - .
717 Date le matrici A = , B= , verifica che &
11 2 -1
(A+B)® #A® + 2AB + B*
(A+B)>=A?+AB+BA +B*
(A+B)(A—-B) #A% - B2

(A+B)(A—B) =A%+ BA — AB — B*

2 1
2 3 -1 16 -2
50 Determina 2 in modo che risulti 14 -1 = [x = 5]
1 3 x 14 3
m Determina & e y in modo che risulti
2 3
2 1 0 1 1 x 5 -2
: = = 11 Ay =22
4 1 x4y —3] 0 -1 {7 3] = y=22]
0 3
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Esercizi

Siano A una matrice di tipo (7, 72) e B una matrice di tipo (72, p). Dimostra che (AB); = ByAr, ossia la
trasposta del prodotto di due matrici e il prodotto, in ordine inverso, delle loro trasposte.
Cominciamo con 'osservare che la matrice AB, essendo il prodotto di una matrice di tipo (2, 72) con una

di tipo (7, p), € una matrice di tipo (m, p) e quindi la sua trasposta (AB), & di tipo ................... ; d’altra
parte le matrici By e Ay sono rispettivamente di tipo .................... € e e quindi il loro prodotto
BpAp & di tipo oovevveveenn . Dunque le matrici (AB), e BpAp sono dello stesso tipo.

Poniamo AB = C e BpAp = D. Occorre dimostrare che Cp = D, ossia che c¢;; = d;;.
L’elemento ¢;; € il prodotto scalare della riga k della matrice A con la colonna ¢ della matrice B, ossia

b1i
Chi = (1 Qhg v Q] - b21 = Qb1 + Aabo; + o+ Qg by
byi
D’altra parte d;, ¢ il prodotto scalare della riga ¢ della matrice By, ossia della ............c.cccceeneeee. della ma-
trice B, con la colonna .................... della matrice Ap, 0SSIa ..cccvevvieviieiiiiieeieiieiee della matrice A, quindi
si ha:
Ll T et
Si puo dunque concludere che ................... cv.d

Determinanti di matrici quadrate

RICORDIAMO LA TEORIA

Determinante di una matrice quadrata A: si indica con |A| e

- seAediordine 1, |Al =ay,

— seAediordine 2, JAl=dy1 Ay — A1 Ay

Minore complementare di un elemento di una matrice quadrata: determinante della matrice che si ot-
tiene sopprimendo dalla matrice data la riga e la colonna alle quali I'elemento appartiene.

Complemento algebrico A, dell’elemento a;,: minore complementare di ay, moltiplicato per (-1 )’*".

B Determinante di una matrice di ordine n: somma dei prodotti degli elementi di una linea qualsiasi per i

25

rispettivi complementi algebrici
n n
A= aw Ak = ay Ay
k=1 i=1

Proprieta dei determinanti:

A Il determinante €& nullo se:

— tutti gli elementi di una linea sono nulli;
— due linee parallele sono proporzionali;
— una linea & combinazione lineare di altre due, o pil, ad essa parallele.

B Il determinante della matrice unita di qualsiasi ordine & 1.

C Moltiplicando tutti gli elementi di una linea per uno scalare k, il determinante della matrice viene
moltiplicato per k.

D Se in una matrice una riga (o una colonna) & la somma di due matrici riga (0 matrici colonna), il suo
determinante € la somma dei due determinanti che si ottengono sostituendo a quella riga (o0 colon-
na) rispettivamente le due matrici riga (0 matrici colonna) di cui € somma.

E Se si scambiano tra loro due righe (0 due colonne) di una matrice, il determinante cambia segno.

F Se agli elementi di una linea si sommano gli elementi di un’altra linea ad essa parallela, tutti molti-
plicati per uno stesso numero, il determinante non cambia.

G Il determinante del prodotto di due matrici € il prodotto dei loro determinanti (teorema di Binet).
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Esercizi

VERO O FALSO?

[0 Per calcolare il determinante di una matrice si pud sempre ricorrere alla regola di Sarrus. V. F
["E1T 11 determinante si definisce solo per le matrici quadrate. V | F
m Il determinante della somma di due matrici e la somma dei loro determinanti. V F
7217 1l determinante del prodotto di due matrici & il prodotto dei loro determinanti. V. F
[5717 1l determinante di una matrice & zero se e soltanto se la matrice & nulla. V. F
[""E17 11 determinante di una matrice & 1 se e solo se si tratta di una matrice unita. V F
m 11 determinante del prodotto di una matrice A per uno scalare k ¢ il prodotto del determinante

di A per k. V. F
m Una matrice diagonale e una triangolare superiore (o inferiore), aventi gli elementi della dia-

gonale principale uguali, hanno lo stesso determinante. V F

QUESITI A RISPOSTA MULTIPLA

Qual ¢ il determinante della matrice [_Z ﬂ ?

—10 b 24 c 10 d 14 e 14

In quali dei seguenti casi il determinante di una matrice & sicuramente zero?

a Se una riga ha tutti gli elementi nulli
b Se una riga ha tutti gli elementi uguali tra loro
¢ | Se due colonne sono uguali
d Se la matrice e triangolare
e Se gli elementi di una riga sono uguali ai corrispondenti elementi di una colonna
f Se gli elementi di una colonna sono tutti multipli di uno stesso intero k
g Se gli elementi della diagonale principale sono tutti nulli
h Se due colonne sono proporzionali
ESERCIZI SVOLTI A
3 =2 4
[FF10 Calcola il seguente determinante| -1 1 3
0 2 5
Utilizzando la regola di Sarrus, otteniamo + + + - - -
15+0+(-8)—0-18-10=-21 \5 \_2 \4/ 5/ _2/
-1 1)><< 5>>21 1
0 2 5 0 2
< e PN AN N
2 -1 -3 1
-2 4 9 1
[EEN Calcola 6 2 9 _3
6 1 2 0

Osservando che la terza riga € uguale alla prima moltiplicata per lo scalare —3, possiamo immediata-
mente concludere che il determinante della matrice & nullo.

Applicando le definizioni, calcola il valore dei seguenti determinanti.

3 1| |-3 2
|80 |

—11;
5 -2 2 -3 [ 5

)
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cosS o sen «
—Sen o CoS «

1 x
x 22

b

x Yy
11

)

)

x+y x—y
x—Yy x+Yy

a x—a

)

x—2a x—3a

sen o sen 2«

K
CcOS v COS 2

34 bbb 89

610 987 1597

144 233 377|;

a a

x—2 x

sen o

)

-5

cCosS o sen «
sen o Ccos «

-1
-3

sen a sen 3
cos a cos f3

sen 2a

2 -1

sen 2o sen 3«

S = O Q

Applicando la

o W

Applicando le

1 2 3 4
|5 6 7 8
"9 10 11 12
13 14 15 16
11 2 3] |«
5 8 13 21| |1
34 55 89 144 [0
233 377 610 987| |0

256 10 b
1 2 7
4 21

— O O
o o —~ &

= o o O

1
0
c
0

QU O —~= O

-5 7 2
-3 1
3 1

15 35 55
5 25 45
-15 5 26

)

1 4 16
2

1 1
4 5
40 50 |
1 -9 _3 1 3 9

(e} 03|p—n

1 ©» x

1 a b
1 b a
1 ab ab

2b |;
2c

= = =
QO o Q

Za‘

113 -5 33 3 -3
22 5 -2 |23 5 -1
44 6 3 |-1 1 -1 0
8 8 10 -1 5 2 4 -3
1 -2 3 1 6

-1 2 7 8 -2

2 -4 -5 3

4 -8 2 -1 1
-5 0o 7 5 0

sen o COS x  COS
—COS sen o sen «
Sen « —CO0S @@ Ssen «

regola di Sarrus, calcola i seguenti determinanti.

proprieta studiate, calcola i seguenti determinanti.

e

S —_—— =

Esercizi

[1; cos 2a]
v —y; 0]
[dxy; —2]

[-2a%; sen(a - B)]

[—sen a; —sen?al]

[0; —181]

[-60; 0]

[0; 2 —w]

[(ac — 1)(bd — 1); sen a + cos a]

[27; 0]

—Zi (@ -3)@ -4

[0; (@ —Db)(a+b—2ab)]

[0, infatti...; —18]

[0, infatti...]

© 2012 De Agostini Scuola SpA — Novara



ihd RN

Esercizi

b d
ZZ 2b zz 2d 5o 2
[ 95 | ;] 6 —4 -1 [0, infatti...; —60]
1 1 1 1 1 1 3
3 4 -1 2
00 0 1 1 2 3
1 a a? 4 4 5 6
; -1Hb-1)(b—-a); 0
[ 96 | Lo w2l 177 9 [(@—1)(b—-1)(b-a); 0]
w111 10 11 12 13
2 1 11
Bl s ovs ot || 20 o 5
y+z x+z2 x+y|; 11 92 1 ;
x Y 2
1 11 2
21 1 111
2 i 121111
12111
m11211-112111 6; 7]
1112 11 '
bzl 1111 21
1111 2
11111 2
1 a 00 z 1 1 1
01 b 0 1 » 1 1 5
99 [ N T I [1 - abed; (v —1)%(x + 3)]
d 0 0 1 1 1 1 =
a 1 0 0 0
SOl I S
1 » y 1 9
[ 100 | ; 100 ¢ 1 0 (@ —y)*(r+y+2)(x+y—2); 1+abcde]
1 ¥y o 1
00 0 d 1
y 1 1 2
1 0 0 0 e
Risolvi le seguenti equazioni.
ESERCIZIO SVOLTO )

—X 2X
I | |-
Per definizione di determinante abbiamo

XX+ 1) =2X(3 = x) = —x? = x = 6x+2x% =x? = Tx=x(x—T)
da cui possiamo ricavare, per la legge di annullamento del prodotto, x =0V x = 7.

1\ J
x 2 2 |

Loz NI w=0va=%
x 1 0

B [0« 1]=0 _—
1 0 x
x 1 1

B8 v » 1|=0 x=0V ax=1]
X x x
x xr x X

[ 105 | Loowa =0 x=0Vao=1Vaoe=2Va=3]
0 2 x x| N N N N
0 0 3 x
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Esercizi

Risolvi le seguenti disequazioni.

x x 1
T106 RIEIEY) {xZ—%}
x 1 x
x x 1 1
1 2 o 1 . i,
[ 107 | 11 » <0 [impossibile]
z 1 1 x
V2 11
102 I I B x<1Vax>2
ro V2 V2

Inversa di una matrice quadrata

. RICORDIAMO LA TEORIA )

B Matrice inversa di una matrice quadrata A: matrice, indicata con A~', dello stesso ordine di A, tale che
AAT=AT. A=,

AH AQ] Anl
Al 1Al Al
A A A
. 1 _L * _ 2 22 n2
Aln A2n Ann
L AL A IAl ]
essendo A7 la trasposta della matrice A* formata dai complementi algebrici degli elementi di A.
|\ J
QUESITI

[ETEN Qual é linversa della matrice unita 7;?

BT Qual é linversa della matrice {2 ;}‘?

QUESITI A RISPOSTA MULTIPLA

B0 Linversa della matrice [ 2 1] e

-5 -3
Lo
a -2 -1 b 2 c 3 1 d -3 -1
5 3 11 -5 =2 5 2
5 3
["IF] La matrice A ha determinante 2. Qual & il determinante della sua inversa?
1 1
-2 b — - d 0
2 2 <Y

e Non esiste la matrice inversa.

["FE] Moltiplicando una matrice A per la sua inversa, si ottiene
a la matrice A b la matrice nulla

¢ | la matrice unita d linversa di A

[FI7T Qual é Tinversa della matrice unita 7,,?
a La stessa matrice [,
b La matrice nulla
¢ L'opposta della matrice unita, cioe (—1,,)
d

Non esiste l'inversa di /,,
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Esercizi

"I Una matrice quadrata ¢ invertibile

a se ha il determinante diverso da 1 b se ha il determinante positivo
¢ | se ha il determinante diverso da zero d sempre
ESERCIZIO SVOLTO )
2 4 1
I3 Determina l'inversa della matrice  A=|-1 5 |1
-3 =2 0

Per prima cosa controlliamo che la matrice sia invertibile, verificando che il suo determinante sia diver-

so da 0. Utilizzando ad esempio la regola di Sarrus otteniamo
Al=0-12424+1544-0=9+#0
Dato che la matrice € invertibile, calcoliamo i complementi algebrici dei suoi elementi.

-1 5

5 1 -1 1
A]]—‘_2 0‘22 A]z— ‘ 3 0’2—5; A]gz‘_g _2‘217
4 2 1 2 4
AZ]*_‘_Q 0’2_2; A22:'_5 O’:3v AQBZ_‘_B _2‘:_8
401 2 1 2 4
A512’5 ]‘:—] Agzz—‘_] ]’:—5; A33=‘_.] 5’:]4

2 -3 17
Formiamo quindi la matrice dei complementi algebrici  A* = [—2 3 -8 ] ; la sua trasposta
-1

2 _9 1 -3 14
sara Aj=1|-3 3 =3

17 -8 14

©loo w|— ©fo

|
> w|— of—

Concludendo, l'inversa di A sara la matrice A~' = | —

~ w|— oo

°
|
LO‘_‘

\. J

Determina l'inversa delle seguenti matrici, verificando poi, per ognuna di esse, che il prodotto per
la corrispondente inversa da la matrice unita.

1 1 3
3 —1]" |4 4 3 2 |’
2 20 -1 1
5 5
118 | 6 -171 [ 3 5 3 17] [-13 —5
-1 3| |-8 -13 1 6] 8 3
1 1 2]
3 3 3
e { 13 _21] o [55 21] 715
-34 55 P 34 13| 9 9 9
2 1 4
9 9 9 |
(1 2 -1 2 1 2 1 -2 -7 1 -2 -7
PO (o1 3| 4 41 0 1 3|;|-1 2 6
0 0 -1 -1 -1 0 0 0 -1 0 1 4]
1, 1] 1 4 1]
51 s 2 2 10 5 2 o 1 _17
R (0 2 of; —% —% L o L 0|3 2 4
3 -3 1 0o 1 1
) ) 3 1 _1 3 9 _1 )
|4 2 4 | 10 10 2 |
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Esercizi

1 0 5 2 4 7 -3 =2
4 1 0 8 -24 -19 20 0
5 1 6 10 -1 -1 1 0
18 2 1 17 1 -1 -1 1
(1 2 3 4 1 -2 -3 —47]
-9 1 -4 3 1 |2 1 4 -3
-3 4 1 -2 30 |3 —4 1 2
-4 -3 2 1 4 3 -2 1
11 1T
0011 2 2 2
1 01 1 1 1
11 0 2 2 2
- 1 1 _1
2 2 2 1]
sen « CcoS & COS « sen o —COS v 0 17
—CO0S « sen o« sen o
sen o —Ccos o sen « sen a sen o Sen a—cos a —1
sen a+cos o  sen a+ cos «
Per quali valori di « esiste la matrice COS o — sen o 2 sen a cos a 1
inversa? sen o+ cos « sen o+ cos « | |

cos son cosa 0 sen a o o cosa 0 —sen al]
@ e 0 1 0 [ “ a} S | 0
—sen o CoS « sen « oS o
L —sen o 0 cos « sen o 0 cos a | |
cos o sen « 0 0 cos o  —sen o 0 0 17
—sen o coS « 0 0 sen o coS « 0 0
0 0 cos B sen 3 0 0 cos B —sen f3
0 0 —sen 3 cos f3 0 0 sen 3 cos (3 | |
_c¢c 1 1 7]
0 a b ab a b
Z (c) 8 cona-b-c#0 % % f% %
- 1 1 _a
b c be 11
[a 0 0 O al 0 0 0 17
0 a 0 O 0 at 0 0
00 a ofcnar0 0 0 al! 0
10 0 0 a 0 0 0 all]
COMPLETARE...

Siano A e B due matrici quadrate invertibili. Dimostra che

AB]”' =B~ 1A~
ossia I'inversa della matrice prodotto di due matrici e il prodotto, in ordine inverso, delle loro
inverse.
Occorre dimostrare che il prodotto delle matrici (AB)-(B~'A~') e il prodotto delle matrici
(B7'A71) - (AB) sono la matrice unita.
Si ha infatti, per la proprieta associativa del prodotto tra matrici:
(AB)-B'AH)=A-(.-.) A=A ... AT =

(BANA-B)=BY(..-.)B=Bl....B= ... cvd.

|31

Sia A una matrice quadrata invertibile. Dimostra che [47] ' = [A ~1], ossia che I'inversa della traspo-
sta di una matrice ¢ la trasposta della sua inversa (occorre dimostrare che siha Ap-[A7Y], =1e
che A7, -Ap =1D).
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Esercizi

["EFT Dimostra che, se A & una matrice quadrata invertibile,
A7 =14

["EEDN Considera la matrice A= [ 2 ]
—x =2

Determina 2 in modo che A~ = A. lx = +v/3]

Rango di una matrice

. RICORDIAMO LA TEORIA )
B Minore d'ordine p della matrice A: determinante di una sottomatrice di ordine (p, p) estratta da A.
B Rango di una matrice A: massimo ordine dei minori non nulli di A.
B Orlare una matrice di tipo (m, n): significa aggiungerle una riga e una colonna in modo che diventi una
matrice di tipo (m+1,n+1).
B Teorema di Kronecker: la matrice A ha rango r se e solo se
— esiste un minore |A’| di ordine r estratto da A;
— sono tutti nulli i minori di ordine r 4 1 ottenuti orlando A’ con righe e colonne di A in tutti i modi
possibili.
. J
VERO O FALSO?
["EZT 11 rango si pud definire solo per le matrici quadrate. V | F
m Una matrice non nulla non puo avere rango zero. V F
m Se una matrice ha un minore di ordine £ non nullo, il suo rango e sicuramente maggiore o
uguale a k. V | F
m Il massimo rango di una matrice con 3 righe e 4 colonne é 4. V F
ESERCIZIO SVOLTO )
o . 1 3
["EEN Determina il rango della matrice A=| 5 2
La matrice € quadrata di ordine 2. Il suo rango € 2 se e solo se il suo determinante € diverso da zero. Si
ha |A| = a+ 6 e quindi |A] = 0 <= a = —6. Si hanno quindi due possibilita.
Se e a# —6, essendo |A| #0, il rango di A e 2.
Seea=—-6,sihaA= [_; _2} Tale matrice, avendo determinante zero, non puo avere rango 2;
del resto ciascuno dei suoi elementi costituisce un minore non nullo di ordine 1 e quindi il rango di A &
1. Riassumendo, si ha
e sea#—6ilrangodiAe 2;
e sea=—-6ilrangodiAée 1.
& J

Determina il rango delle seguenti matrici mediante semplici considerazioni sui determinanti e sul-
le loro proprieta.

1 0 0 111 11 1 1
PEER (o1 0f; |11 1]; |2 2 2 2 [3; 1; 1]
0 0 1 111 3 33 3
bz s 1 0000 1 0000
1111
m1111,01000,00100 2; 3; 2]
1
IR 00 0 0 00000
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Esercizi

11 2
010000 1 2 3 3 5 8
P (o001 00][; (45 6/; 2 6 8 3; 2; 2]
1 00011 4 5 6 01 1
-5 3 -2
Applicando il teorema di Kronecker, determina il rango delle seguenti matrici.
[1 -2 3] (1 -2 3 1 -1 1
PR o 1 —1f; |0 1 —1]; 2 -2 2 2; 3; 1]
2 1 1] [2 1 0 -1 1 -1
[1 -1 0] (-2 1 3 -5 1 -1 0
BErEN (2 2 2; 1 0 -3 2,[2—2 2} 3; 2; 2]
0o 1 -1] |[-1 2 -3 —4 -1 1 -1
105 ooy [L2 3
[ 144 | o0 -T2 0 9 10 11 12 3; 2]
-1 -2 9 —4 3| ’
13 14 15 16
L3 2 149 17 18 19 20
11 1
12 4 8 2 3 4
e | 16 32 64 128(; |3 5 7 [1; 2]
256 512 1024 2048 4 7 10
5 9 13
T2 0 3 4 1 03 7 6
3 -2 1 15 2 11 5 5
P (-1 5 0 -10f; |-1 -1 2 2 1 3; 2]
1 0 3 -1 0 -1 5 9 7
L 0 -2 -1 4 2 0 6 14 12
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Laboratorio
di matematica

. Eseguire operazioni con le matrici usando il foglio elettronico

Utilizziamo il foglio elettronico per eseguire le operazioni tra matrici quadrate di ordine 2: somma, dif-
ferenza, prodotto di due matrici; prodotto di una matrice per uno scalare; calcolo del determinante.
In questa esercitazione facciamo riferimento a Excel, ma lo stesso procedimento puo essere impiegato

in altri fogli elettronici.

La tabella in mGura 1 € una proposta di soluzione.

e TR e e

1 Operazioni con le matrici

2

3 Dati

4 Matrice A Matrice B

5 Colonna 1 Colonna 2 Colonna 1 Colonna 2

B [Riga1 1 -3 Riga 1 -2 4

7 |Riga 2 2 1 Figa 2 1 0

8

9 |Scalare k -3

10

11 Risultati

12

13 Somma A+B Differenza A-B

14 Colonna 1 Colonna 2 Colonna 1 Colonna 2

15 |Riga 1 -1 1 Figa 1 3 -7

16 |Riga 2 3 1 Riga 2 1 1

i

18 Prodotto AB Prodotto kA

19 Colonna 1 Colonna 2 Colonna 1 Colonna 2

20 |Riga 1 -5 4 Riga 1 -3 9

21 |Riga 2 -3 a3 Riga 2 B -3

22

23 |Determinante di A 7 Determinante di B -4
FIGURA 1

34

© 2012 De Agostini Scuola SpA — Novara




Laboratorio di matematica

Dopo aver scritto le intestazioni come illustrato nella tabella proposta immettiamo gli elementi della
prima matrice nelle celle B6, B7, C6, C7, mentre nelle celle F6, F7, G6, G7 immettiamo gli elementi
della seconda matrice.

Per ottenere la somma delle due matrici, dopo aver selezionato la cella B15 scriviamo la formula:

= B6 + F6

e la copiamo nelle celle B16, C15, C16.

Per ottenere la differenza delle due matrici, immettiamo nella cella F15 la formula:
= B6 — F6

copiandola quindi nelle celle F16, G15, G16.

Per ottenere il prodotto delle due matrici si puo utilizzare 'apposita funzione di Excel, che ha la sin-
tassi seguente:

MATR.PRODOTTO(matricel; matrice2)

Per usare questa funzione occorre selezionare preventivamente tutte le celle che conterranno gli ele-
menti della matrice prodotto.
Selezioniamo quindi le celle B20, B21, C20, C21 e scriviamo:

=MATR.PRODOTTO(B6:C7;F6:G7)

A questo punto, invece di premere Inwvio come si fa di solito, premiamo Ctri4+Maiusc+Invio: in que-
sto modo nelle celle selezionate compaiono gli elementi della matrice prodotto.

Osserviamo che se dopo aver scritto la formula si preme solo Inwvio, Excel fornisce soltanto I'elemento
appartenente alla prima riga e alla prima colonna (in questo caso —5), e non l'intera matrice.

Per calcolare il determinante delle due matrici utilizziamo la funzione di Excel corrispondente; essa ha
la sintassi:

MATR.DETERM (matrice)
Digitiamo dunque nella cella C23 la formula
= MATR.DETERM(B6;C7)

e copiamola nella cella G23.

ESERCIZI

Utilizza il foglio elettronico per eseguire le operazioni tra matrici quadrate di ordine 3.

Utilizza il foglio elettronico per calcolare il determinante di una matrice quadrata di ordine 3.

. Eseguire operazioni con le matrici usando Derive

1l programma Derive consente di eseguire le operazioni tra le matrici studiate in questo capitolo, com-
preso il calcolo del determinante e dell'inversa di una matrice quadrata, con estrema semplicita.
Inseriamo ad esempio le matrici

PR EE S 0 = 2 o —01 i ]
o 3 -2 5 ) - -3 \/é - i ) - Dimengioni matrice
2 4 0 Bighe: |2 3:

Colonme: |E 3:

Facciamo clic sul pulsante [ appare una finestra (FIGURA 2) inti-
tolata “Crea matrice...”; scriviamo nelle apposite caselle il numero
di righe e di colonne di cui e composta la matrice che vogliamo o] Arrulls |
definire (oppure impostiamo tali valori mediante i pulsanti con
le freccine a destra delle caselle) e quindi clicchiamo su OK.

FIGURA 2
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Laboratorio di matematica

Compare una seconda finestra (FIGUrRA 2) con una tabella gia predisposta per I'inserimento degli ele-
menti della matrice: non dobbiamo fare altro che riempirla e cliccare su OK.

Crea matrice di 2 ¥ 3 elementi il

1 2 3

1||z |0 i

2 I3 |2 |5

ok | Sempliica | Aol |

FIGURA 3

La matrice cosi definita apparira nella finestra Derive (espressione #1 di Ficura 4). Ripetiamo poi la
procedura descritta per inserire le altre due matrici.

In alternativa al metodo descritto, le matrici si possono introdurre mediante la procedura con cui si
inserisce una qualsiasi espressione: occorre tenere presente che per Derive una matrice non e altro
che un vettore colonna i cui elementi sono vettori riga. Percio per inserire la matrice A é sufficiente
inserire I'espressione

[2,0’_1; 37_275]

Le operazioni tra le matrici si indicano con i comuni simboli aritmetici. Naturalmente Derive puo ese-
guire le operazioni tra le matrici solo se il numero di righe e di colonne di esse rende possibile I'ope-
razione.

Calcoliamo ad esempio la matrice A — B.

Cominciamo con il selezionare la matrice #1 cliccando

sopra di essa; quindi premiamo il tasto F3: in tal modo r2 g -1
la matrice selezionata viene inserita nella riga di inse- #1: s 2 s
rimento delle espressioni. Scriviamo quindi il segno — )
e spostiamo il mouse nella finestra algebrica cliccando o 7 2
sulla matrice #2 al fine di selezionarla; premiamo nuo- #2 1
vamente il tasto F3 per inserire la nuova matrice. Per -3 42 - Y
immettere I'espressione e ottenere il risultato dell’o- )
perazione facciamo clic sul pulsante z (FIGURA 4). -1 2
#3: 0 3
L 4 ©
r2 o
#4
L3 -2
#5:
FIGURA 4

Dovendo eseguire diverse operazioni su alcune matrici date e preferibile, per semplificare il lavoro,
associare un nome a ciascuna di esse. Ad esempio, per assegnare i nomi ml, m2, m3 alle matrici
gia inserite procediamo nel modo seguente.
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Scriviamo m1:=, selezioniamo la matrice #1 e pre-
miamo il tasto F3 per inserire la matrice selezionata.
Premiamo infine il tasto Invzo. Ripetiamo il procedi-

mento per le altre due matrici.

Da questo momento sara possibile inserire nelle
espressioni di Derive m1, m2, m3 anziché scrivere
per esteso le componenti della matrice.
Calcoliamo ad esempio i prodotti m1+m3 e m3+m1l:
e sufficiente inserire tali espressioni e semplificare

(FIGURA 5).

#6:

#7:

#8:

#9:

#10:

#11:

#12:

FIGURA 5

Laboratorio di matematica

2 o -1
ml =
L 2 -2 5
r o m pi
ma = 1
-3 2 - —
L 2
r-1 2
m3 iz o 3
L 4 O
ml.m3
)
17 0
m3«ml

Con Derive e possibile calcolare rapidamente il determinante e l'inversa di una matrice quadrata.
Dopo aver inserito la matrice m4 (FiGura 6), per calcolarne il determinante immettiamo 'espressione
det(m4) e semplifichiamo; per calcolarne I'inversa immettiamo 'espressione m4*-1 e semplifichiamo.

FIGURA 6
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#14:

#15:

#16:

#17:

#1&:

md =

DET (m4)

-1
i<

-4

2 3 4

1 -4 3

4 1 -2
-3 2 1 |
900
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Laboratorio di matematica

Naturalmente le matrici su cui opera Derive possono anche contenere elementi letterali.

In FiGura 7 si vede come calcolare il determinante della matrice

X

1
1
Y

che viene poi scomposto in fattori.

FIGURA 7
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#19:

#20:

#21:

#22:

CET

1

x
Y
1

1

y
X
1

8 = =

2

2

4) + Exey +y oy -4
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