FORMULE DI PROSTAFERESI E FORMULE DI WERNER

Formule di prostaferesi Formule di Werner

(J. Werner 1468-1528)
Dati due angolip e

1, cosp+cosq=2003p;qcosp;q Dati due angoli ae f
P+q . pP—q 1. COSO{COSﬂ=£[COS(0(+,B)+COS(a—ﬂ)]
2. COSp-—Ccosq=-2sin 5 sin 5 2
. . 1
sinasin = —=|cos(a + ) —cos(a -
P+q__ p—q 2. asin 2[ (e + ) (a-p)]

sin p+sing = 2sin coS
3. P q > >

— 3.
P-q P+
2 2

sinacosf = %[sin (a+ p)+sin(a-p)|

4. sin p—sinqg = 2sin

Dimostrazione delle formule

Entrambi i gruppi di formule si ricavano dalle formule di somma e sottrazione.

Infatti dati due angoli e S si ha

cos(a + )= cos ar cos 5 —sin asin e cos(a — )= cosa cos B +sin asin
sommo membro a membro queste relazioni sottraggo membro a membro queste relazioni
cos(a + )= cosacosB—sinasin B cos(a + B)=cosa cos B —sinasin g
cos(a — f8)=cosacos B +sinasin 4 —cos(a — ) =—cosacosf —sinasin

cos(a + B)+cos(a — B)=2cosacosf (1) cos(a + B)—-cos(a— B)=—-2sinasin g (2)



Dalla relazione (1), invertendo i due membri e dividendo il Dalla relazione (2), invertendo i due membri e dividendo il
tutto per 2 ottengo la prima formula di Werner tutto per 2 ottengo la seconda formula di Werner

sinasin B = —1[005(05 + )-cos(a - B)]
2

_Pptq
a+p=p a=
Se pongo

COScCOS B = l[cos(oz + B)+cos(a - B)]
2

a—B=q e poi risolvo il sistema rispetto a p e g (metodo della riduzione) ottengo 5= P—g
2
Sostituendo il tutto nella relazione (1) Sostituendo il tutto nella relazione (2)
cos(a + f3)+cos(a — B)=2-cosa -cos 8 cos(a + f3)—cos(a — B)=—2-sin a-sin B
! 1 ! l ! ! ! !
P+q P—-Q P+Q P—Q
ottengo la prima formula di prostaferesi

ottengo la seconda formula di prostaferesi

Per le altre formule procedo in modo analogo, infatti dati due angoli e S si ha

sin (a + 8) =sin azcos B + cos asin S e sin (e — 3)=sin acos S + cosasin B

sommo membro a membro queste relazioni

sottraggo membro a membro queste relazioni
sin(a + ) =sin acos B + cosasin 3 sin(a + B)=sin acos B +cosasin
sin(a — ) =sin a.cos 8 —cosasin

—sin(a - B)=—sinacosf +cosasin B

sin(a+ B)+sin(a - p)=2sinacosp  (3) sin(a + B)—sin(a - B)=2cosasin g



Dalla relazione (3), invertendo i due membri e dividendo il tutto per 2 ottengo la terza formula di Werner

sinacosf = l[sin (a+ B)+sin(a-B)]
2

a+pf=p

Se pongo {a _B=qg e poi risolvo il sistema rispetto a p e g (metodo della riduzione) ottengo

Sostituendo il tutto nella relazione (3)
sin (a+ f3)+sin (@ —f)=2-sina-cos #

l l l ! ! !
P+q9 P—¢
p q 5 5 P q

ottengo la terza formula di prostaferesi

Sostituendo il tutto nella relazione (4)
sin (o + B)—sin (a— f)=2-cosa -sin B

l

l

P+9 P—Q

2

2

ottengo la guarta formula di prostaferesi

Formule di prostaferesi per la tangente e la cotangente

Utilizzando in modo opportuno le formule di prostaferesi posso ricavare le seguenti formule

con peq==+Kkr 1. tan p+tanq:m 5. tan p—tanq:S'n(p_q)

2 COSpCosq CosSpcosq

con peq=kr 3 cotp+cotq:w 4. cotp—cotq = sin(qg—p)
sin psing

sin psinq



Esempi di utilizzo delle formule di prostaferesi e di Werner

sin 3x +sin 2x +sin X

[A] Verificare la seguente identita =tan 2x
COS3X + COS2X + COSX

Applico le formule di prostaferesi al primo membro dell’identita:

_sin3x+sin2x+sinx _ (sin3x+sinx)+sin2x _ 2sin2xcosx+sin2x _ sin2x(2cosx+1) sin2x

e (cOS3x+C0SX)+C0S2X  2C0S2XCOSX+C0S2X  €0S2X(2c0sX+1) COS2X U e
[B] Risolvere la seguente equazione C€0S5X—C0S3X+SinXx=0
Applico la seconda formula di prostaferesi ai due termini con il coseno:
—2sin4xsin x+sinx =0 — sin x(2sin 4x-1)=0
— sinx=0 e 2sin4x =1
! !
4x:”6+2k7z — x:7T2 +k%

X=Kkrz sin4dx = 5 -

x=574+ 7

[C] Calcolare il valore della seguente espressione  SIn17°c0s13°+sin 73°sin13°

Applico le formule di Werner:

sin17°¢0s13° +sin 73°sin13° = %[sin (17°+13°)+sin (17°-13°)] - % [cos(73° +13°)—cos(73°—13°)|=




= %[sin (30°)+sin (4°)]- % [cos(86°)—cos(60°)]= %[sin 30° + sin 4° — c0s86° + C0S60°] = %B + ﬂ = %

dato che sin 4° =sin(90° - 86°) = cos86°

[D] Risolvere la seguente equazione Sin X-C0S2X =Ssin 3x
Applico la terza formula di Werner al primo membro
%[sin (x+2x)+sin(x—2x)|=sin3x _, %[sin (3x)+sin(—=x)]=sin3x — sin3x—sinx=2sin3x —

3X+ X 3X—X

— sin3x+sinx=0 applico la terza formula di prostaferesi  2Sin 5 e 0 -
— sin2xcosx =0 — sin2x=0 e cosx=0
| |

sz% — 2X=krx X:ﬂz"‘k”




